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Резиме: У раду се разматра примена фази АХП методе са троугластим фази бројевима приликом 
избора технологије изградње Канализационе црпне станице Макиш. Анализиране су четири 
варијанте (алтернативе) чије рангирање је извршено у односу на шест критеријума. Фази АХП 
метода базира се на одређивању фази сопствених вредности и сопствених вектора.  
Кључне речи: троугласти фази број, фази АХП метод, атмосферске отпадне воде. 
Abstract: The paper discusses the application of the fuzzy AHP method with triangular fuzzy numbers during 
the selection of construction technology for the Makiš sewage pumping station. Four variants (alternatives) 
were analyzed and ranked according to six criteria. The fuzzy AHP method is based on the determination of 
fuzzy eigenvalues and eigenvectors. 
Keywords: Triangular fuzzy number, Fuzzy AHP method, atmospheric wastewater. 
 

1. УВОД 
У традиционалној формулацији проблема вишекритеријумске оптимизације оцене експерата 
су представљене као егзактни бројеви. Међутим, у свакодневној пракси, подаци могу бити 
непрецизни или доносиоци одлука нису у могућности да своје закључке представе у виду 
нумеричких вредности. Такође, поједини критеријуми могу бити квалитативне или 
субјективне природе, због чега доносиоци одлука нису у могућности да своје преференције 
изразе помоћу тачних бројева. Због тога су конвенционалне методе вишекритеријумске 
оптимизације мање ефикасне у ситуацијама у којима постоји непрецизна или нејасна 
лингвистичка процена. АХП метода је једна од најчешће коришћених техника за 
структурирање и анализирање сложених система и доношење одлука у ситуацији када 
постоји већи број конфликтних критеријума. Фази АХП метод се може посматрати као 
унапређени метод настао из традиционалног АХП метода. 

Бројни истраживачи су користили технике вишекритеријумског одлучивања за решавање 
практичних проблема. Пан  је предложио модел за избор одговарајуће методе конструкције 
моста заснован на фази АХП са троугластим и трапезоидним расплинутим бројевима [9]. 
Јасковски и др. су предложили проширени фази АХП метод за процену тежине критеријума 
за избор извођача [6]. Тајлан и др. су користили фази АХП и фази ТОПСИС методе за одабир 
грађевинских пројеката и процену ризика [11]. Ибрахим и др. су комбиновали фази АХП 
методу и ГИС за избор најбоље локације станице за прикупљање отпадних вода [4]. Хо и др. 
су коришћењем фази АХП процеса извршили синтезу процеса пречишћавања отпадних вода 
и избора добављача [3]. Чаисар и Гарг су применили АХП методу за избор оптималне 
технологије пречишћања отпадних вода [1]. Ојанг и др. су интегрисали фази АХП процес са 
приступом вишедимензионалног скалирања приликом разматрања проблема природног 
третирања отпадних вода [8].   
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Преглед литературе приказује да су бројни аутори успешно користили АХП и фази АХП 
методу за решавање практичних проблема. У овом раду је предложена примена фази АХП 
методе са троугластим расплинутим бројевима. Поступак се базира на одређивању 
сопствених вредности које се добијају коришћењем очекиване вредности расплинутих 
бројева и њихових производа. Добијене сопствене вредности и сопствени вектори се 
примењују у даљем поступку за рангирање алтернатива. Предложени поступак је коришћен у 
студији случаја за избор технологије изградње Канализационе црпне станице Макиш. 

2. МЕТОДОЛОГИЈА 
Аналитички хијерархијски процес (АХП) је техника која се користи у области 
вишекритеријумског одлучивања коју је предложио Сати [11]. Заснованa је на развијању 
сложеног проблема у хијерархију, где је циљ на врху, а критеријуми, подкритерији и 
алтернативе се формирају на више хијерархијских нивоа. Доносилац одлуке упоређује 
елементе у паровима на сваком хијерархијском нивоу у односу на елемент на вишем нивоу, 
користећи такозвану Сатијеву скалу. Пошто су неки критеријуми квалитативне природе, 
доносиоци одлука их не могу једноставно изразити. Због тога, егзактни бројеви нису 
прикладни за упоредне вредности у паровима. Да би се превазишао овај недостатак, 
предложена је фази АХП метода.  

У овом раду се користи троугласти расплинути број (Слика 1) 
          μA(x)  
 1.00 
                              Au(α)                           
                 Al(α) 
      α 
                                        μA(x) 
                                                                                R 
                          al           x      am                    au          
Слика 1. Троугласти фази број A~  

Троугласти фази број се обично описује са три карактеристичне нумеричке вредности: al, 
am и au тј.  uml aaaA ,,~

 . Реципрочни фази број 1~A  фази броја A~  је )./1,/1,/1(~ 1-
lmu aaaA   

Фази АХП метода која се користи у овом раду обавља се у следећим корацима. 
Корак 1. Дефинисати проблем, општи циљ који треба постићи, критеријуме и 

алтернативе. Дефинисати хијерархијску структуру од највишег нивоа, преко средњег нивоа, 
који садржи критеријуме и подкритеријуме, до најнижег нивоа, који се односи на 
алтернативе. 

Корак 2. Формулисати реципрочну фази матрицу поређења за критеријуме C1,C2,…,Cn 
процењујући вредности приоритета као фази бројеве , , ,( , , )ij ij l ij m ij uc c c c  (i=1,2,…,n; 
ј=1,2,…,n). Фази матрицe поређења за сваки од критеријума представити помоћу три матрицa 
Cl, Cm и Cu (1) тј. 
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Сатијев АХП метод се базира на одређивању сопствених вредности и сопствених вектора 
на различитим нивоиома хијерархије. То значи да у случају фази АХП метода треба решити 
систем хомогених фази линеарних једначина: 

wwA ~~~~
 l  (2) 
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Решење овог проблема заснива се на срачунавању очекиваних вредности фази бројева и 
њихових производа: 

.4/)2()~( uamalaAEV               ]242[
12
1~~

ubuamambuamalalbmalaBAEV   (3) 

Систем фази линеарних једначина (2) може се записати у следећем облику: 

niwwawawa ininii ,....2,1,~~~~...~~~~
2211    (4) 

Очекивана вредност производа фази бројева на основу (3) је: 

])2()4()2[(
12
1)~~( ,,,,,,,,,, ujuijmijmjuijmijlijljmijlijijij waawaaawaawaEV   

kjiwwwwEV uiummiumllimli ,...,2,1,])2()4()2[(
12
1)~~( ,,,    (5) 

Увођењем формула (5) у систем хомогених фази линеарних једначина (2) добија се: 

,-- 0wwwwAwAwA  uummlluummll    (6) 

где је: 

umuumlmmll 2,4,2 AAAAAAAAAA   

umuumlmmll  2,4,2   
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Пошто су све вредности у овим једначинама позитивне, могуће је поделити систем 
једначина (6) на три система, од којих сваки представља посебан проблем сопствених 
вредности: 

,llll wλwA  ,mmmm wλwA  .uuuu wλwA   

На описани начин решити фази проблем сопствених вредности wwC ~~~~
 l  и 

одредити фази сопствене вредности ),,(~
uml    и одговарајуће фази сопствене векторе 

),,(~
uml wwww  тј. векторе приоритета. 

Корак 3. Формулисати фази матрице поређења сваког од алтернативних решења у односу 
на сваки критеријум. Према поступку описаном у другом кораку одредити јединствене 
вредности фази проблема 

( ) ( ) ( ) ( ), 1,2,..., ;j j j j j m    A p p    
Корак 4: Формулисати фази матрицу P~  која садржи нормализоване векторе приоритета 

Множењем ових матрица са добијеним векторима приоритета критеријума, који су 
срачунати у кораку 2, одредити глобалне векторе приоритета  

      ........... ,,2,1,,2,1,,2,1
T
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Ови вектори формирају фази матрицу глобалних приоритета G~  алтернатива A1, A2,…, Am. 
Корак 5: Извршити рангирање алтернатива према њиховим глобалним приоритетима. 

3. СТУДИЈА СЛУЧАЈА 
Описани метод примењен је приликом избора оптималне технологије изградње 
Канализационе црпне станице Макиш. Разматрана су четири алтернативна решења третмана 
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атмосферских вода за комплекс Макиш, цевоводи и шахтови око третмана и пумпне станице 
[5]. Том приликом анализирало се пројектовање и извођење објекта пумпне станице (ПС) и 
цевовода од пумпне станице до реципијента – канал Стругара. Објекат пумпне станице је 
правоугаоне основе, димензија 5.4 х 10.9 m укупне висине 7.75 m. Укопан је до коте 65.05 
mnm, фундиран у слоју песка и шљунка.   

Разликују се четири варијанте (алтернативе) пројектовања и изградње пумпне станице: 
 Варијанта 1: пумпна станица се изводи у отвореном ископу са изливом под правим 

углом у односу на осу канала; 
 Варијанта 2: пумпна станица се изводи у отвореном ископу са изливом под углом у 

односу на осу канала; 
 Варијанта 3: пумпна станица се изводи као отворен кесон – бунарски са изливом под 

правим углом у односу на осу канала; 
 Варијанта 4: пумпна станица се изводи као отворен кесон – бунарски са изливом под 

углом у односу на осу канала. 
Алтернативе се вреднују на основу следећих критеријума: 
 К1: Утицај извођења ископа на постојеће објекте: подразумева величину и врсту 

ископа. Тежи се ка што мањем ископу изнад нивоа подземних вода или технологији 
као што је бунарско извођење где није потребна употреба подграда. 

  К2: Утицај на постојеће инфраструктурне водове: подразумева проблеме са 
укрштањем и измештањем постојећих водова што у посматраном систему грађевина 
и опреме представља изузетан проблем. Поред укрштања са магистралним 
водоводним цевоводом Ф1500, чија је намена снабдевање града Београда пијаћом 
водом, ту је и спољни сервисни прстен фабрике за производњу пијаће воде Макиш 
Ф500 чије оштећење и прекид рада проузрокује и прекид рада комплетне фабрике 
Макиш и прекид водоснабдевања потрошача на подручју града Београда. 

 К3: Утицај на заузетост грађевинске парцеле ископом: радови се изводе у близини 
објеката за водоснабдевање од републичког значаја, па је пожељно што мање 
ометати садржаје у посматраној I зони санитарне заштите. 

 К4: Утицај грађевинских радова на рад предметног постројења Макиш: подразумева 
тежњу ка што мањем ометању предметног постројења при допремању грађевинског 
материјала и опреме као и при раду грађевинских машина на изградњи предметних 
канализационих цевовода и канализационе пумпне станице. 

 К5: Утицај подземних вода на извођење: може бити знатан због близине реке Саве а 
ниво подземне воде на локацији је у директној зависности од нивоа реке Саве. 

 К6: Утицај на тежину објекта: за бунарско извођење потребна је већа тежина 
конструкције како би при сукцесивном ископу могла да буде постављена на 
пројектовану дубину. То подразумева већу количину уграђеног бетона и арматуре, 
што поскупљује извођење и отежава достављање грађевинског материјала. 

За дефинисани проблем формирана је хијерархија одлучивања. 
Фази матрице међусобног поређења сваке од алтернатива са критеријумима су: 



























)1,1,1()
2
1,

5.1
1,1()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8(

)2,5.1,1()1,1,1()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()

5.8
1,

9
1,

5.9
1()1,1,1()

2
1,

5.1
1,1(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()

5.8
1,

9
1,

5.9
1()2,5.1,1()1,1,1(

)1(~
А



























)1,1,1()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()1,1,1()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()

5.8
1,

9
1,

5.9
1()1,1,1()

2
1,

5.1
1,1(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()

5.8
1,

9
1,

5.9
1()2,5.1,1()1,1,1(

)2(~А  



























)1,1,1()5.4,4,5.3()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8(

)
5.3

1,
4
1,

5.4
1()1,1,1()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()

5.8
1,

9
1,

5.9
1()1,1,1()

2
1,

5.2
1,

3
1(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()

5.8
1,

9
1,

5.9
1()3,5.2,2()1,1,1(

)3(~А



























)1,1,1()5.6,6,5.5()5.6,6,5.5()5.6,6,5.5(

)
5.5

1,
6
1,

5.6
1()1,1,1()5.6,6,5.5()5.6,6,5.5(

)
5.5

1,
6
1,

5.6
1()

5.5
1,

6
1,

5.6
1()1,1,1()

2
1,

5.2
1,

3
1(

)
5.5

1,
6
1,

5.6
1()

5.5
1,

6
1,

5.6
1()3,5.2,2()1,1,1(

)4(~А  



 647 



























)1,1,1()1,
5.1

1,
2
1()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8(

)2,5.1,1()1,1,1()5.9,9,5.8()5.9,9,5.8(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()

5.8
1,

9
1,

5.9
1()1,1,1()

5.0
1,1,

5.1
1(

)
5.8

1,
9
1,

5.9
1()

5.8
1,

9
1,

5.9
1()5.1,1,5.0()1,1,1(

)5(~А  
























)1,1,1()1,
5.1

1,
2
1()

5
1,

5.5
1,

6
1()

5
1,

5.5
1,

6
1(

2,5.1,1()1,1,1()
5
1,

5.5
1,

6
1()

5
1,

5.5
1,

6
1(

)6,5.5,5()6,5.5,5()1,1,1()1,1,1(
)6,5.5,5()6,5.5,5()1,1,1()1,1,1(

)6(~А  
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Фази матрица приоритета P~  која садржи тежинске коефицијенте алтернатива за сваки 
критеријум је: 
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Вектор укупних тежинских коефицијената g~  добијен је множењем фази матрице 
приоритета P~  и вектора тежинских коефицијената критеријума w~ :  
 
Табела 1: Вектор укупних тежинских коефицијената 

Алтер. g~  Очекивана вр. Станд. дев. Коеф. вар. 

А1 (0.055,0.066,0.085) 0.068 0.005 0.071 
А2 (0.047,0.055,0.071) 0.057 0.004 0.068 
А3 (0.284,0.342,0.426) 0.349 0.023 0.065 
А4 (0.455,0.536,0.652) 0.549 0.031 0.058 

Пошто су укупне тежине троугласти фази бројеви, њихово рангирање се може извршити 
према генерализованој фази средњoј вредности, односно очекиваној вредности (7) и 
генерализованој фази распрострањености, односно стандардној девијацији (8) 

migggg uimiliei ..2,14/)2( ,,,,    (7) 

.,.,1,)]424343(
80
1[ 2/1

,,,,,,
2
,

2
,

2
, miggggggggg uimiuilimiliuimili    (8) 

Боље је рангиран расплинут број са вишом очекиваном вредношћу и мањом стандардном 
девијацијом [7]. То значи да је најбоље рангирана алтернатива А4, а затим алтернативе А3, 
А1 и А2. Рангирање расплинутих бројева може се извршити и према коефицијенту 
варијације [2]. Фази број са нижим коефицијентом варијације боље се рангира од броја са 
већим коефицијентом варијације. У том случају, алтернатива А4 је поново најбоље 
рангирана, а затим опет следе алтернативе А3, А1 и А2. 

Резултат ове оптимизације је веома добар пошто је предложена Алтернатива 4 усвојена 
као оптимално решење. Овом алтернативом предвиђено је да се пумпна станица изводи као 
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отворен кесон – бунарски са изливом под углом у односу на осу канала, што у потпуности 
задовољава захтеве наручиоца. Бунарском методом извођења пумпне станице се највише 
могуће избегава интеракција са околним цевоводима, чија је намена снабдевање града 
Београда пијаћом водом, као и спољним сервисним прстеном фабрике за производњу пијаће 
воде Макиш Ф500, чије оштећење и прекид рада проузрокује и прекид рада комплетне 
фабрике Макиш и прекид водоснабдевања потрошача на подручју града Београда. 

4. ЗАКЉУЧАК 
У раду је приказан метод за израчунавање сопствених вредности и сопствених вектора 
троугластог расплинутог броја на основу процене очекиваних вредности фази бројева и 
њихових производа. Проблем расплинутих сопствених вредности са троугластим 
расплинутим бројевима трансформисан је у три помоћна проблема сопствених вредности. 
Рангирање алтернатива извршено је према очекиваној вредности, стандардној девијацији и 
коефицијенту варијације. Предложена процедура примењена је за рангирање четири 
варијанте технологије изградње Канализационе црпне станице Макиш. Решење добијено 
предложеном методом одговара усвојеном оптималном решењу. 
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